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Аннотация: Рассмотрены модели 

спектральной плотности мощности (СПМ) 
специфических шумов фликкерного типа с 
неинтегрируемыми СПМ. Флуктуации такого 
типа наблюдаются в физических 
экспериментах и устройствах, в природных и 
технических объектах исследований. 
Предложены физически реалистичные, с 
конечной мощностью модели СПМ фликкер – 
шумов и пример их использования.  
Ключевые слова: флуктуации, фликкер-

шумы, спектральная плотность мощности, 
модели 

1. ФЛИККЕР - ШУМЫ 

Особое место при измерениях частоты или 
характеристик ее нестабильности занимают так 
называемые фликкер или избыточные 
(технические) шумы, спектральная плотность 
мощности (СПМ) которых подчинена 
степенному закону 

γ
γ ωω hS =)( ,  ,22 ≤≤− γ  (1) 

hγ − масштабный коэффициент, 

определяющий уровень шума. 
Этот шум, например, может быть 

мультипликативным и модулировать частоту 
высокостабильных генераторов любого 
диапазона. Традиционно с каждым 
целочисленным значением γ  связан 

определенный “тип” шума: частотный шум 
случайных блужданий (γ = - 2), частотный 

фликкер – шум (γ = - 1), белый частотный шум 

(γ = 0), фазовый фликкер – шум (γ = + 1), белый 

фазовый шум (γ = + 2) [1].  

Их характерным отличием является то, что 
дисперсия шума  
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dHSf ,     (2) 

где ( ) 2ωH - квадрат модуля 

передаточной функции измерителя,  
избыточна – превышает уровни теплового и 

дробового шумов - и ограничивает точность 
измерений на их фоне. Подобный тип шумов 
наблюдается в природе и технике, в т.ч. 
физическом эксперименте [1–4]. Они 
проявляются, в основном, в электронных 
компонентах схем - угольных компаундах 

резисторов [4], конденсаторах [5], вакуумных 
приборах [6], твердотельных элементах - 
транзисторах и диодах [7,8, 9]. В стабильных 
генераторах фликкер шумы вызывают уширение 
линии - репера и соответствующий сдвиг 
частоты, а также другие эффекты [10, 11, 12, 13, 
14]. 

Исследования статистических свойств 
фликкер-шумов проводилось как 
моделированием, в т.ч. физическим [6, 19] и 
математическим [20, 21], так и в натурном 
экспериментах [12], где наблюдения на 

интервалах T = 105 ÷ 107
сек, т.е. до 

инфранизких компонент 10-5 ÷ 10-7 Гц, не 
выявили отклонения от закона (1), в частности, 
для шума ω/1 .  Основной проблемой при этом 
являлось выяснение стационарности или 
нестационарности фликкер - шумов [19, 20, 21, 
22, 23, 24]. Это определяет учет условий 
измерения частоты и выбор соответствующей 
методики измерений. Дискуссия по этой 
проблеме [24,  25], в частности, для частотного 
фликкер-шума с γ = −1,  являющегося в каком-

то смысле граничным, т.к. он расходится на 
обоих пределах, показала, что низкочастотная 
расходимость характеризуется условием 

.1−≤γ  Высокочастотную расходимость можно 

не принимать во внимание для аналитических 
решений, т.к. любая физическая система 
диссипирует пропускание высоких частот и 
бесконечной энергии на них не может 
существовать. Это позволяет вводить, в 
частности при γ  = + 1, 2, для получения 

реальных оценок верхнюю граничную частоту 

.bω  Зависимость мощности низкочастотных 

шумов от времени в этом случае 
пропорциональна −Tln медленно (медленней, 
чем T) растущей функции времени измерения 
[28]. Здесь принято говорить о слабой 

стационарности ω1  шума. Другие источники 

[20] связывают изменения дисперсии фликкер-
шума в сравнении с белым шумом только с 
самой формой СПМ или обосновывают 
стационарные модели фликкер-шумов [21, 24], в 
частности, по таким признакам, как 
стационарность разностей этого шумового 
процесса или обратной зависимостью дисперсии 
мощности (дисперсии) шума от времени 
измерения, либо сильным ослаблением 
зависимости от времени для узкополосных 
процессов, что характерно для сигналов 
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высокомонохроматичных генераторов. Одна из 
последних работ в этой области объясняет 
физические механизмы аномального поведения 

спектра мощности ω1  –  шума, с учетом 

которых СПМ оказывается ограниченной и 
интегрируемой и отвечает физическим 
представлениям о шумах [26]. Кажущаяся же 
аномалия является виртуальной и связана с 
практической недостижимостью в эксперименте 
краев 1/ω спектра, что вызвано только 
ограниченностью времени наблюдения. 

2. РЕАЛЬНЫЕ ИЗМЕРЕНИЯ 

Реальная система на измерительном 
интервале T “не видит” частот, меньших T/1 , и 

для СПМ 1/ω  при TTН >  и 1=γ  (где T Н  - 

общее время наблюдения) оценка измеряемого 

параметра ∗λ  будет несостоятельна, т.е. при 
любом малом ε 

0lim ≠≥− ∗

∞→
ελλ

T

P .   (3) 

Это качество оценки в реальном 
эксперименте, как правило, не учитывается, 
однако оно означает, что измерения частоты 
любым прибором на фоне “идеального” фликкер 

- шума, не имеющего конечного значения СПМ 

на нулевой частоте, будут иметь разброс, 

величина которого растет с ростом НT  [4]. Это 

формальное, вытекающее из свойств идеальной, 

ω1 , модели, заключение является ее главным 

недостатком. Для снижения этого эффекта, 
конечно, можно усреднить по ансамблю N  

отрезков длительностью NTН /  каждый, 

полученных из реализации сигнала, и уменьшить 

в N  величину разброса, что лишь ослабит 
эффект.  

Однако, для оптимизации реальных 
измерений нужна физически реалистичная 
модель фликкер – шума с конечной мощностью 
и существующей корреляционной функцией, 
сохраняющая его основные свойства в рабочей 
полосе частот СПМ. 

3. МОДЕЛИ СПМ 

В качестве такой модели предложим модель 
стационарного частотного фликкер - шума с 
дробно – рациональным спектром вида 

,
)(

)(
2222

2
22

2








+
+

+
=

+
+

=
ω

ω
ω

σ
ω

ωσ
ω

aa

a

a

a
S f

f    (4 ) 

где a - неопределенная пока величина, 2
fσ - 

дисперсия флуктуаций )(tf . Значения этой 

СПМ в области нулевых частот a<< ω0  
определяются в основном первым членом в 
квадратных скобках, Фурье – образ которого 

( ) ( )ττ aR −= exp  определяет конечную 

мощность ( )02 Rfσ . В области частот a>ω  

превалирует второй член, который хорошо 
воспроизводит закон 1/ω  для всех частот 

a≥ω  (Рис. 1). При 0 < a < 1 модель хорошо 
отражает вклад низкочастотных компонент шума 
в СПМ.  

Как выбрать a для реальной измерительной 
системы? Практическую оценку можно 
получить, используя соотношение aTH = 1. 
Длительность общего времени измерения TH 

определим тогда через T max  -  длительность 

максимального интервала одного измерения и N 
- число статистических выборок (отсчетов). 
Тогда 

â ≅ 1/NT max<< 1.                    (5) 

В отличие от идеальной модели, Фурье – 
образ (4) существует и равен [27] 

R( [ ])()(
2

1
) ττπτ τττ aEieaiEee aaa −+−= −− , (6) 

где iE  и Ei – модифицированная и обычная 
интегральные показательные функции. Учтем 

аппроксимацию Ei, iE  в (6) и ln в (7) первыми 
членами ряда и запишем (6) в виде  

( )
42.0

ln

+−≈

≈−−⋅=
−

−

τπ

τπτ
τ

τ

ae

aceR
a

a

      , (7) 

здесь с – постоянная Эйлера. Корреляционная 
функция (7) существует, физически реалистична 
и может использоваться для оценки 
статистической точности измерений на фоне 
частотных фликкер – шумов в стационарном 
приближении.  

Отметим, что модели СПМ стационарных 
фликкер – шумов общего вида  

( )
γγ

γ

ω
ω

+
=

a

h
S                       (8) 

рассматривались и ранее [4, 21, 29, 30]. Они 
обязательно содержат некоторую нижнюю 
граничную частоту a , на которой существует 
«полка» – конечное значение в СПМ, и 
сохраняют основное свойство фликкер - шумов – 
рост СПМ при уменьшении спектральной 
частоты до a. Феноменологически наша модель 
(4) совпадает с выводами математической теории 
[26] и близка к модели [30], но, в отличие от 
последней, представлена в более простой, 
дробно - рациональной форме и не содержит 
специальных функций.  На Рис. 1 приведены 
графики СПМ для идеальной 1/ω модели 
частотных флуктуаций и её аппроксимации (4)  в 
широком диапазоне частот.  
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Рис. 1. Модели спектральных плотностей 

мощности S(ω): Ряд 2 – идеальная, 1/ω, 
нестационарного процесса, Ряд 1 - модель (4) 
стационарного процесса с а = 10–8, Ряд 3 – модель (4) с 
а = 10 –6. Диапазон изменения по оси абсцисс ω = 10 –9 
- 10 +9 Гц 

4. ПРИМЕР ПРИМЕНЕНИЯ 

Применение необходимых для оптимального 
сглаживания частотных флуктуаций 
фликкерного типа моделей СПМ и 
соответствующих им корреляционных функций в 
пределах интервала T  рассмотрено в [31] и даёт 
многократный выигрыш в точности. Степень 
подавления фликкер – шумов, например, при 
оценки средней частоты на интервале T в 
сравнении с измерением обычным электронно-
счётным частотомером в соответствии с (2) 
приведена на Рис. 2.  

Из Рис. 2 видно, что область эффективности 
оптимального сглаживания пропорциональна 1/а 
и растёт с уменьшением а (приближением к 
точной модели), обеспечивая уменьшение 
дисперсии оценок до 3-х раз в данном примере.  

 

 
Рис. 2. Дисперсии оценок среднего значения 

частоты на фоне частотного шума случайных 
блужданий с γ = - 2 в (8); частотомером (пунктир), 

оптимальным сглаживанием (сплошная линия). 
Верхняя пара кривых для а = 0.1, нижняя пара кривых 
для а = 1 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Идеальным моделям СПМ фликкерного типа 
вида 1/ω  соответствует нестационарный 
процесс с неинтегрируемой СПМ, т.е. 
несуществующей корреляционной функцией. 
Однако оптимальные операторы сглаживания 
выборок  сигнала на выходах частотного или 
фазового детекторов, особенно на 
фиксированном интервале времени, требуют 
знания таких функций. Предложенные в 
стационарном приближении модели СПМ 
являются физически реалистичными, обладают 
конечной мощностью и обеспечивают 
повышение точности оценок, в частности, при 
измерении нестабильности частоты в сравнении 
с традиционными средствами измерений на базе 
счётчиков. 

Предложенный метод крайне актуален для 
повышения точности в лазерных системах 
высшей точности измерений, как, например, в 
устройствах, описанных в статьях [32–35].  
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Models of the Power Spectral Density of 

Flicker Noise 
 

BORIS BORISOV  
 
Abstract: The paper consider the models of the 

power spectral density (PSD) of specific types of 
flicker noise with non-integrable PSD. Fluctuations 
of this type are observed in the physical experiments 
and devices, natural and technical objecs of the 
research. The paper proposes physicaly realistic 
model of PSD of flicker-noises, with the ultimate 
power and example of their use. 
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