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  Аннотация: В статье решается вопрос 
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  ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность выбора коэффициентов 
характеристического полинома для замкнутой 
динамической системы обоснована в достаточной 
степени [1, 2]. Действительно, некоторые 
методики используют желаемый вид 
характеристического полинома для решения 
задачи управления сложными динамическими 
объектами [3–6].  
В статьях [1, 2] обоснован подход к решению 

этой задачи и приводятся некоторые 
предварительные результаты. Эти результаты 
получены с помощью программы VisSim [6, 7]. 
Они представлены в форме таблиц 
коэффициентов желаемых уравнений. Задача в 
работе [1] решена только для систем не выше 
пятого порядка. В предложенном техническом 
решении количество оптимизируемых параметров 
на единицу меньше порядка характеристического 
полинома. Это ограничивает технические 
возможности по решению этой задачи для 
полиномов высокого порядка.   
Данная статья продолжает исследования по 

развитию методики оптимизации регуяторов [8–
19] и решает задачу поиска коэффициентов 
желаемых характеристических полиномов для 
высокого порядка. Предложен метод сокращения 
числа оптимизируемых параметров. В статье 
даны  численные результаты для полиномов 
вплоть до двенадцатого порядка. С этой целью 
характеристический полином представляется в 
форме произведения полиномов второй или 
третьей степени. В этом случае получается 
решение не строго оптимальное, до в достаточной 
степени удовлетворительное.  

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Как отмечено в [1], линейная замкнутая 
динамическая система автоматического 

регулирования (САР) описывается, как правило, 
моделью, приблизительно совпадающей с 
моделью фильтра низких частот (ФНЧ). В общем 
виде передаточная функция фильтра низких 
частот порядка N можно описать 
соотношением:    

W(s) = 1 / PN(s).    (1) 

    Здесь s – аргумент преобразования Лапласа, 
а PN(s) – полином вида [3]:   

  PN(s) = 1 + d1 s + d2 s
2 + ... sN.    (2) 

Коэффициенты при старшем и при младшем 
членах полинома (2) равны единице, как и в 
статье [1]. Отклик системы с передаточной 
функцией вида (1) можно рассчитать 
моделированием в программе VisSim, которая 
также позволяет строить соответствующие 
графики. 
Традиционные требования к системе 

позволяют сформировать целевую функцию, а с 
ее помощью можно осуществить расчет искомых 
коэффициентов методом численной оптимизации 
[1, 2]. В работе [1] обосновывается использование 
целевой функции (3), (4): 

∫ +=
T

C dttekftteTF
0

)]}(,[|)({|)( , (3) 

      }/)()(,0max{)](,[ dttdetektekf ⋅= . (4) 

При этом предложено моделировать систему 
методом открытой модели фильтра при выборе в 
качестве метода интегрирования адаптивного 
метода Булирш-Стоера [1].   
В отличие от работы [1], в данной статье 

предлагается вместо открытой модели системы в 
целом использовать последовательное 
соединение нескольких открытых моделей. 
Каждая из такой модели при этом описывает 
фильтр не выше третьего порядка. 

2. ОПТИМИЗАЦИЯ ПОЛИНОМА 
ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

На Рис. 1 показана структура для 
моделирования и оптимизации эквивалентного 
фильтра, соответствующего системе четвертого 
порядка. Эта система моделируется как 
последовательное соединение фильтра третьего 
порядка и фильтра второго порядка. Полученные 
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коэффициенты показаны в индикаторах 
результата внизу рисунка. Первые два 
коэффициента относятся к первому фильтру 
третьего порядка, третий коэффициент относится 
к фильтру второго порядка. Таким образом, 
полученный характеристический полином имеет 
следующий вид: 

)1)(1()( 2
2

2
14 ssassasP ++++= . (5) 

На Рис. 2 показан переходный процесс в этой 
системе с рассчитанными коэффициентами.  

В этой системе коэффициент k в соотношении 
(4) выбран равным пятидесяти. Соотношение (5) 
задает не все варианты характеристического 
полинома вида (2), поскольку в нем только два 
варьируемых параметра, тогда как в полиноме (2) 
для N = 4 таких варьируемых параметров должно 
быть три. Это искусственно введенное 
дополнительное ограничение делает 
оптимизацию условной. Безусловной 
оптимизацией был бы расчет коэффициентов для 
полинома вида (5) со следующей модификацией: 

)1)(1()( 12
2

2
1

*
4

−++++= ββ ssassasP . (6) 

Фактически выбор 1=β  произволен. Однако 

и выбор k также произволен, поэтому можно 
принять такое допущение в такой же мере 
возможным, как произвольный выбор этого 
коэффициента. Можно показать, что выбор этого 
коэффициента ощутимо влияет на результат. С 
этой целью осуществим оптимизацию по той же 
структуре, задавая значения k = 20  и k = 0. 
Результаты расчета коэффициентов для всех трех 
случаях показаны в Таблице 1. Соответствующие 
переходные процессы показаны на Рис. 3. 
Увеличение параметра k приводит к увеличению 
длительности переходного процесса, но при этом 
устраняется перерегулирование, также как и 
обратное перерегулирование. При уменьшении 
этого параметра, наоборот, длительность 
переходного процесса сокращается, но возникает 
прямое и обратное перерегулирование. Для тех 
случаев, когда обратное перерегулирование 
крайне нежелательно, следует предпочесть 
результат с k = 50. 

 
 

Рис. 1. Структура для оптимизации и результаты в системе третьего порядка 
 

 
 

Рис. 2. Переходный процесс в системе четвертого 

порядка по Рис. 1 
 

Таблица 1. Результаты расчета коэффициентов для 
полиномов третьего порядка 

  
Значение k a1 a2 Условное 

обозначение 
50 2,92 2,92 A 
20 3,70 3,69 B 
0  1,05 2,05 C 

 
 



© АВТОМАТИКА  И  ПРОГРАММНАЯ  ИНЖЕНЕРИЯ .  2016,  №2(16)  
 

 37 

 
 

Рис. 3. Переходные процессы в системе четвертого 
порядка по Рис. 1 при различных значениях весового 
коэффициента при оптимизации: черная линия – k = 50, 
синяя линия – k = 20, красная линия – k = 0 

 
3. ОПТИМИЗАЦИЯ ПОЛИНОМА ПЯТОГО 
ПОРЯДКА 

 
На Рис. 4 показана структура для 

моделирования и оптимизации эквивалентного 

фильтра, соответствующего системе пятого 
порядка. Эта система моделируется как 
последовательное соединение фильтра третьего 
порядка и фильтра второго порядка. Полученные 
коэффициенты показаны в индикаторах 
результата внизу рисунка. Первые два 
коэффициента относятся к первому фильтру 
третьего порядка, третий коэффициент относится 
к фильтру второго порядка. Таким образом, 
полученный характеристический полином имеет 
следующий вид: 

)1)(1()( 2
3

32
215 ssassasasP +++++= . (7) 

На Рис. 5 показан переходный процесс в этой 
системе с рассчитанными коэффициентами. Для 
получения коэффициентов полинома в форме (2) 
достаточно перемножить сомножители в 
соотношении (7).  

++++++= 2
231135 )1()1(1)( saaasaasP  

54
2

3
321 )( ssasaaa ++++ . (8) 

 

 
 
Рис. 4. Структура для оптимизации и результаты в системе пятого порядка 
 

 
 

Рис. 5. Переходные процессы в системе пятого порядка 
по Рис. 4 

4. ОПТИМИЗАЦИЯ ПОЛИНОМА ШЕСТОГО 
ПОРЯДКА 

На Рис. 6 показана структура для 
моделирования и оптимизации эквивалентного 
фильтра, соответствующего системе шестого 
порядка. Эта система моделируется как 
последовательное соединение двух фильтров 
третьего порядка. Полученные коэффициенты 
показаны в индикаторах результата внизу 
рисунка. Полученный характеристический 
полином имеет следующий вид: 

=)(6 sP  
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)1)(1( 32
43

32
21 ssasassasa ++++++= . (9) 

На Рис. 7 показан переходный процесс в этой 

системе с рассчитанными коэффициентами.  

 

 
 

Рис. 6. Структура для оптимизации и результаты в системе шестого порядка 
 

 
 

Рис. 7. Переходные процессы в системе шестого 
порядка по Рис. 6 

5. ОПТИМИЗАЦИЯ ПОЛИНОМА 
СЕДЬМОГО ПОРЯДКА 

На Рис. 8 показана структура для 
моделирования и оптимизации эквивалентного 

фильтра, соответствующего системе восьмого 
порядка. Она моделируется как последовательное 
соединение фильтра третьего порядка и двух 
фильтров второго порядка. Полученные 
коэффициенты показаны в индикаторах 
результата внизу рисунка. Полученный 
характеристический полином имеет следующий 
вид: 

×+++++= )1)(1()( 2
3

32
217 ssassasasP

)1( 2
4 ssa ++× . (10) 

На Рис. 9 показан переходный процесс в этой 
системе с рассчитанными коэффициентами.  
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Рис. 8. Структура для оптимизации и результаты в системе седьмого порядка 
 

 
 
Рис. 9. Переходные процессы в системе седьмого 
порядка по Рис. 8 

6. ОПТИМИЗАЦИЯ ПОЛИНОМА 
ВОСЬМОГО ПОРЯДКА 

На Рис. 10 показана структура для 
моделирования и оптимизации эквивалентного 
фильтра, соответствующего системе пятого 
порядка. Эта система моделируется как 
последовательное соединение двух фильтров 
третьего порядка и одного фильтра второго 
порядка. Полученные коэффициенты показаны в 
индикаторах результата внизу рисунка. 
Полученный характеристический полином имеет 
следующий вид: 

×+++= )1()( 32
218 ssasasP  

)1)(1( 2
5

32
43 ssassasa +++++× . (11) 

На Рис. 11 показан переходный процесс в этой 
системе с рассчитанными коэффициентами.  
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Рис. 10. Структура для оптимизации и результаты в системе восьмого порядка 

 

 
 
Рис. 11. Переходные процессы в системе восьмого 

порядка по Рис. 10 

7. ОПТИМИЗАЦИЯ ПОЛИНОМА 
ДЕВЯТОГО ПОРЯДКА 

На Рис. 12 показана структура для 
моделирования и оптимизации эквивалентного 

фильтра, соответствующего системе девятого 
порядка. Эта система моделируется как 
последовательное соединение трех фильтров 
третьего порядка. Полученные коэффициенты 
показаны в индикаторах результата внизу 
рисунка. Полученный характеристический 
полином имеет следующий вид: 

×+++= )1()( 32
219 ssasasP  

×+++× )1( 32
43 ssasa  

)1( 32
65 ssasa +++× . (12) 

На Рис. 13 показан переходный процесс в этой 
системе с рассчитанными коэффициентами.  
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Рис. 12. Структура для оптимизации и результаты в системе девятого порядка 

 

 
 

Рис. 13. Переходные процессы в системе девятого 
порядка по Рис. 12 

8. ОПТИМИЗАЦИЯ ПОЛИНОМА 
ДЕСЯТОГО ПОРЯДКА 

На Рис. 14 показана структура для 
моделирования и оптимизации эквивалентного 

фильтра, соответствующего системе десятого 
порядка. Эта система моделируется как 
последовательное соединение двух фильтров 
третьего порядка и двух фильтров второго 
порядка. Полученные коэффициенты показаны в 
индикаторах результата внизу рисунка. 
Полученный характеристический полином имеет 
следующий вид: 

×+++= )1()( 32
2110 ssasasP  

×+++× )1( 32
43 ssasa  

)1)(1( 2
6

2
5 ssassa ++++× . (13) 

Блок для вычисления стоимостной функции 
объединен в составной блок для экономии места 
на графике, что позволяет делать программа 
VisSim. На Рис. 15 показан переходный процесс в 
этой системе с рассчитанными коэффициентами.  
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Рис. 14. Структура для оптимизации и результаты в системе девятого порядка 

 

 
 

Рис. 15. Переходные процессы в системе девятого 
порядка по Рис. 14 

 

9. ОПТИМИЗАЦИЯ ПОЛИНОМА 
ОДИННАДЦАТОГО ПОРЯДКА 

На Рис. 15 показана структура для 
моделирования и оптимизации эквивалентного 
фильтра, соответствующего системе 
одиннадцатого порядка. Эта система 
моделируется как последовательное соединение 
трех фильтров третьего порядка и одного фильтра 
второго порядка. Полученные коэффициенты 
показаны в индикаторах результата внизу 
рисунка. Полученный характеристический 
полином имеет следующий вид: 

×+++= )1()( 32
2111 ssasasP  

×++++++× )1)(1( 32
65

32
43 ssasassasa

)1( 2
7 ssa ++× . (14) 

На Рис. 16 показан переходный процесс в этой 
системе с рассчитанными коэффициентами.  
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Рис. 16. Структура для оптимизации и результаты в системе одиннадцатого порядка 

 

 
 
Рис. 17. Переходные процессы в системе 

одиннадцатого порядка по Рис. 16 
 

10. ОПТИМИЗАЦИЯ ПОЛИНОМА 
ДВЕНАДЦАТОГО ПОРЯДКА 

На Рис. 18 показана структура для 
моделирования и оптимизации эквивалентного 
фильтра, соответствующего системе 
одиннадцатого порядка. Эта система 
моделируется как последовательное соединение 
трех фильтров третьего порядка и одного фильтра 
второго порядка. Полученные коэффициенты 
показаны в индикаторах результата внизу 
рисунка. Полученный характеристический 
полином имеет следующий вид: 

×+++= )1()( 32
219 ssasasP  

×++++++× )1)(1( 32
65

32
43 ssasassasa

)1( 32
87 ssasa +++ . (15) 

На Рис. 19 показан переходный процесс в этой 
системе с рассчитанными коэффициентами.  
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Рис. 18. Структура для оптимизации и результаты в системе двенадцатого порядка 

 

 
 
Рис. 19. Переходные процессы в системе 

двенадцатого порядка по Рис. 18 
 

11. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ  

Получены полиномы вплоть до двенадцатой 
степени, которые соответствуют определению 
«желаемый характеристический полином 
замкнутой динамической системы». Переходные 
процессы в системах с такими 

характеристическими полиномами 
характеризуются пренебрежимо малым 
перерегулированием, или полным отсутствием 
перерегулирования. Особенно это важно в 
отношении обратного перерегулирования, что 
отмечено в статье [1]. Для перехода от 
предписанных коэффициентов полиномов к 
положению корней полиномов на комплексной 
плоскости, можно воспользоваться, например, 
программой MATLAB. 

Полиномы более высокого порядка едва ли 
могут потребоваться в практических задачах 
автоматики, но при необходимости этой 
методикой можно воспользоваться для 
вычисления коэффициентов полиномов и более 
высокой степени. При оптимизации 
рекомендуется выбирать количество шагов не 
менее 5000, точность оптимизации 0,001.  
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 Abstract. The paper resolves the task of seaking 
of the coefficients of the desired characteristic 
polynomial of the closed dynamic control system. For 
the first time the paper gives coefficients for 
polynomials up to and including the twelfth order. 
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design of control systems, digital control, feedback, 
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